
 

Trung tâm Toán & Khoa học TP-edu.vn 

Thầy Tô Cường, cô Nguyễn Tới, cô Ngọc Trân, thầy Phạm Tuyền, thầy Tuấn 

Đạt, thầy Đình Tùng, thầy Thành Đạt & cộng sự.  

Liên hệ: 0349.705.576. Số 2 ngõ 95 Hoàng Cầu 

 
     

Tp-edu.vn           Liên hệ: 0349.705.576. Số 2 ngõ 95 Hoàng Cầu 

 

 

   

Chữa đề Chuyên Toán – vòng 2 Chuyên Khoa học Tự nhiên 
Ngày 24/5/2026 

 

Câu I. 

1) 1 + 5√1 − 25𝑥23
+ √1 + 5𝑥

3
+ √1 − 5𝑥

3
= 4(√(1 + 5𝑥)23

+ √(1 − 5𝑥)23
) 

Tập xác định: 𝑥 ∈ ℝ. Đặt 𝑎 = √1 + 5𝑥
3

 và 𝑏 = √1 − 5𝑥
3

. Từ đó, ta có hai nhận xét quan trọng: 

• 𝑎𝑏 = √(1 + 5𝑥)(1 − 5𝑥)3 = √1 − 25𝑥23
 

• Tổng lập phương: 𝑎3 + 𝑏3 = (1 + 5𝑥) + (1 − 5𝑥) = 2 

Thay 𝑎 và 𝑏 vào phương trình ban đầu, ta được: 

1 + 5𝑎𝑏 + 𝑎 + 𝑏 = 4(𝑎2 + 𝑏2) 

1 + 5𝑎𝑏 + (𝑎 + 𝑏) = 4[(𝑎 + 𝑏)2 − 2𝑎𝑏] 

1 + 13𝑎𝑏 + (𝑎 + 𝑏) − 4(𝑎 + 𝑏)2 = 0 

Đặt 𝑆 = 𝑎 + 𝑏 và 𝑃 = 𝑎𝑏. Ta có hệ: 

1. 1 + 13𝑃 + 𝑆 − 4𝑆2 = 0 ⟹ 13𝑃 = 4𝑆2 − 𝑆 − 1 

2. 𝑎3 + 𝑏3 = 𝑆3 − 3𝑆𝑃 = 2 ⟹ 3𝑆𝑃 = 𝑆3 − 2 

Nhân hai vế của phương trình (1) với 3𝑆, ta được: 

13(3𝑆𝑃) = 3𝑆(4𝑆2 − 𝑆 − 1) 

Thay 3𝑆𝑃 = 𝑆3 − 2 từ phương trình (2) vào: 

13(𝑆3 − 2) = 12𝑆3 − 3𝑆2 − 3𝑆 

13𝑆3 − 26 = 12𝑆3 − 3𝑆2 − 3𝑆 

𝑆3 + 3𝑆2 + 3𝑆 − 26 = 0 

 (𝑆3 + 3𝑆2 + 3𝑆 + 1) − 27 = 0 

(𝑆 + 1)3 = 27 

𝑆 + 1 = 3 ⟹ 𝑆 = 2 

Với 𝑆 = 2, thay vào (1) ta có: 13𝑃 = 4(2)2 − 2 − 1 = 13 ⟹ 𝑃 = 1. Ta có hệ {
𝑎 + 𝑏 = 2
𝑎𝑏 = 1

. Theo 

định lý Vi-ét đảo, 𝑎, 𝑏 là nghiệm của phương trình 𝑡2 − 2𝑡 + 1 = 0 ⟹ (𝑡 − 1)2 = 0 ⟹ 𝑡 = 1. 

Suy ra 𝑎 = 1 và 𝑏 = 1. 

Suy ra √1 + 5𝑥
3

= 1 ⟹ 1 + 5𝑥 = 1 ⟹ 𝑥 = 0. (Thử lại 𝑥 = 0 vào điều kiện 𝑏 = 1 cũng thoả 

mãn √1 − 0
3

= 1). 

 Phương trình có nghiệm duy nhất 𝑥 = 0. 
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Câu I. 

2)  

{
𝑥3 + 8𝑦3 + 6𝑥𝑦 + 𝑥 = 3(𝑥2 + 4𝑦2) + 1 (1)

𝑥3 + 2 = 𝑥2 + 2𝑦 (2)
 

 Đặt 𝑥 = 𝑢 + 1 và 2𝑦 = 𝑣 + 1. 

Thay vào phương trình (1): 

(𝑢 + 1)3 + (𝑣 + 1)3 + 3(𝑢 + 1)(𝑣 + 1) + (𝑢 + 1) = 3(𝑢 + 1)2 + 3(𝑣 + 1)2 + 1 

Khai triển hai vế: 

• VT: (𝑢3 + 3𝑢2 + 3𝑢 + 1) + (𝑣3 + 3𝑣2 + 3𝑣 + 1) + (3𝑢𝑣 + 3𝑢 + 3𝑣 + 3) + 𝑢 + 1 = 𝑢3 +
𝑣3 + 3𝑢2 + 3𝑣2 + 3𝑢𝑣 + 7𝑢 + 6𝑣 + 6 

VP: 3(𝑢2 + 2𝑢 + 1) + 3(𝑣2 + 2𝑣 + 1) + 1 = 3𝑢2 + 3𝑣2 + 6𝑢 + 6𝑣 + 7  

𝑆𝑢𝑦 𝑟𝑎  

 

𝑢3 + 𝑣3 + 3𝑢𝑣 + 𝑢 − 1 = 0 (∗) 

Thay vào phương trình (2): 

(𝑢 + 1)3 + 2 = (𝑢 + 1)2 + (𝑣 + 1) 

(𝑢3 + 3𝑢2 + 3𝑢 + 1) + 2 = (𝑢2 + 2𝑢 + 1) + 𝑣 + 1 

𝑣 − 1 = 𝑢3 + 2𝑢2 + 𝑢 

𝑣 − 1 = 𝑢(𝑢 + 1)2 (∗∗) 

ta có: 

𝑢3 + 𝑣3 + 3𝑢𝑣 − 1 = (𝑢 + 𝑣 − 1)(𝑢2 + 𝑣2 + 1 − 𝑢𝑣 + 𝑢 + 𝑣) 

Thế vào (∗), ta được: 

(𝑢 + 𝑣 − 1)(𝑢2 + 𝑣2 − 𝑢𝑣 + 𝑢 + 𝑣 + 1) + 𝑢 = 0 

ta có 𝑢 + 𝑣 − 1 = 𝑢 + 𝑢(𝑢 + 1)2 = 𝑢[(𝑢 + 1)2 + 1].  

𝑢[(𝑢 + 1)2 + 1](𝑢2 + 𝑣2 − 𝑢𝑣 + 𝑢 + 𝑣 + 1) + 𝑢 = 0 
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𝑢 ⋅ [((𝑢 + 1)2 + 1)
⏟

⋅ (𝑢2 + 𝑣2 − 𝑢𝑣 + 𝑢 + 𝑣 + 1) + 1] = 0 

𝑢2 + 𝑣2 − 𝑢𝑣 + 𝑢 + 𝑣 + 1 =
1

2
[(𝑢 − 𝑣)2 + (𝑢 + 1)2 + (𝑣 + 1)2] ≥ 0 ∀𝑢, 𝑣 ∈ ℝ 

Vì ((𝑢 + 1)2 + 1) ≥ 1 và biểu thức trên ≥ 0, nên toàn bộ cụm: 

((𝑢 + 1)2 + 1) ⋅ (𝑢2 + 𝑣2 − 𝑢𝑣 + 𝑢 + 𝑣 + 1) + 1 ≥ 1 > 0 

Phương trình chỉ xảy ra khi: 

𝑢 = 0 

Thay 𝑢 = 0 vào (), ta có 𝑣 − 1 = 0 ⟹ 𝑣 = 1. 

Trả lại biến cũ: 

• 𝑥 = 𝑢 + 1 ⟹ 𝑥 = 1 

• 2𝑦 = 𝑣 + 1 ⟹ 2𝑦 = 2 ⟹ 𝑦 = 1 

 Hệ phương trình có nghiệm duy nhất (𝑥; 𝑦) = (1; 1). 
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Câu II. 

1) Chứng minh rằng khi 𝑥 = 𝑦 thì không tồn tại 𝑧 thỏa mãn phương trình. 

Thay 𝑥 = 𝑦 vào phương trình ban đầu, ta được: 

(𝑥3 + 𝑥)(𝑥3 + 𝑥) = 3𝑧 

⟹ 𝑥2(𝑥2 + 1)2 = 3𝑧 

Ta xét tính chẵn lẻ của hai vế phương trình: 

• Vế trái: Ta có 𝑥2 và 𝑥2 + 1 là hai số nguyên liên tiếp , luôn có một số là số chẵn. Do 

đó, tích 𝑥2(𝑥2 + 1)2 luôn luôn là một số chẵn. 

• Vế phải: Vì cơ số là 3 (số lẻ) nên với mọi số nguyên dương 𝑧, lũy thừa 3𝑧 luôn luôn là 
một số lẻ. 

Điều này dẫn đến vô lý. Vậy khi 𝑥 = 𝑦, không tồn tại 𝑧 thỏa mãn phương trình. (ĐPCM) 
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Câu II. 

2) Tìm tất cả các bộ (𝑥, 𝑦, 𝑧) thỏa mãn phương trình với 𝑥 > 𝑦 

Xét phương trình: (𝑥3 + 𝑦)(𝑦3 + 𝑥) = 3𝑧. Vì 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ+ nên 𝑥3 + 𝑦 và 𝑦3 + 𝑥 đều phải là các 
lũy thừa của 3. Đặt hệ: 

{ 
𝑥3 + 𝑦 = 3𝑚

𝑦3 + 𝑥 = 3𝑛  

(với 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+ và 𝑚 + 𝑛 = 𝑧). 

Vì 𝑥 > 𝑦 ≥ 1 ⟹ 𝑥3 + 𝑦 > 𝑦3 + 𝑥 ⟹ 3𝑚 > 3𝑛 ⟹ 𝑚 > 𝑛 ≥ 1. 

 Do đó, 3𝑚 ⋮ 3𝑛 ⟹ (𝑥3 + 𝑦) ⋮ (𝑦3 + 𝑥) 

𝑥3 + 𝑦 = (𝑥3 + 𝑦9) − (𝑦9 − 𝑦) = (𝑥 + 𝑦3)(𝑥2 − 𝑥𝑦3 + 𝑦6) − 𝑦(𝑦8 − 1) 

Vì  (𝑥 + 𝑦3)(𝑥2 − 𝑥𝑦3 + 𝑦6) ⋮ (𝑥 + 𝑦3) nên :    𝑦(𝑦8 − 1) ⋮ (𝑥 + 𝑦3) 

⟹ 𝑦(𝑦8 − 1) ⋮ 3𝑛 (∗) 

Giả sử 𝑦 ⋮ 3, đặt 𝑦 = 3𝑐 ⋅ 𝑑  (với 𝑐 ≥ 1 và 𝑑 không chia hết cho 3). 

 Khi đó 𝑦8 − 1 = (3𝑐𝑑)8 − 1 ≡ −1 (mod 3), tức là (𝑦8 − 1) không chia hết cho 3.  

Từ (∗) suy ra toàn bộ lũy thừa của 3 phải nằm trong 𝑦, tức là 𝑦 ⋮ 3𝑛 ⟹ 𝑦 ≥ 3𝑛. Tuy nhiên, ta 

lại có giả thiết 𝑦3 < 𝑦3 + 𝑥 = 3𝑛 ⟹ 𝑦 < √3𝑛3
< 3𝑛 (mâu thuẫn). Vậy 𝑦 không chia hết cho 3. 

Do (𝑦, 3) = 1, từ (∗) ta bắt buộc phải có: 

𝑦8 − 1 ⋮ 3𝑛 

Phân tích: 𝑦8 − 1 = (𝑦 − 1)(𝑦 + 1)(𝑦2 + 1)(𝑦4 + 1). Vì 𝑦 không chia hết cho 3 nên 𝑦 chia 3 
dư 1 hoặc −1. 

• 𝑦2 ≡ 1 (mod 3) ⟹ 𝑦2 + 1 ≡ 2 (mod 3) (không chia hết cho 3). 

• 𝑦4 ≡ 1 (mod 3) ⟹ 𝑦4 + 1 ≡ 2 (mod 3) (không chia hết cho 3). 

• Xét hiệu (𝑦 + 1) − (𝑦 − 1) = 2 không chia hết cho 3, nên 3 không thể đồng thời là ước 
của (𝑦 − 1) và (𝑦 + 1). Suy ra trong 4 thừa số trên, chỉ có duy nhất một thừa số chứa 

phân tích ra thừa số nguyên tố có cơ số 3. Do đó, 3𝑛 phải là ước của (𝑦 − 1) hoặc 
(𝑦 + 1). 

 

Trường hợp 1 :  3𝑛 là ước của 𝑦 − 1 

Nếu 𝑦 > 1 ⟹ 𝑦 − 1 > 0. Khi đó 𝑦 − 1 ≥ 3𝑛 ⟹ 𝑦 > 3𝑛. Điều này mâu thuẫn với đánh giá 𝑦3 <
3𝑛 ở trên. Vậy bắt buộc 𝑦 − 1 = 0 ⟹ 𝑦 = 1. Thay 𝑦 = 1 vào hệ ban đầu, ta có: 
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{𝑥3 + 1 = 3𝑚

1 + 𝑥 = 3𝑛  

Từ phương trình trên, ta có : 

(𝑥 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 1) = 3𝑚 ⟹ 3𝑛(𝑥2 − 𝑥 + 1) = 3𝑚 ⟹ 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 3𝑚−𝑛 

Thế 𝑥 = 3𝑛 − 1 vào phương trình bậc hai: 

(3𝑛 − 1)2 − (3𝑛 − 1) + 1 = 3𝑚−𝑛 

⟹ 32𝑛 − 2 ⋅ 3𝑛 + 1 − 3𝑛 + 2 = 3𝑚−𝑛 

⟹ 3(32𝑛−1 − 3𝑛 + 1) = 3𝑚−𝑛 

Vì 𝑛 ≥ 1 nên biểu thức trong ngoặc (32𝑛−1 − 3𝑛 + 1) chia 3 dư 1. Để tích này là lũy thừa của 
3, thì bản thân ngoặc này phải bằng 1: 

⟹ 32𝑛−1 − 3𝑛 + 1 = 1 ⟹ 32𝑛−1 = 3𝑛 ⟹ 2𝑛 − 1 = 𝑛 ⟹ 𝑛 = 1 

Thế 𝑛 = 1 vào phương trình 𝑥 + 1 = 3𝑛 ⟹ 𝑥 + 1 = 3 ⟹ 𝑥 = 2. 

 Khi đó, 𝑥3 + 1 = 23 + 1 = 9 = 32 ⟹ 𝑚 = 2. Tổng 𝑧 = 𝑚 + 𝑛 = 2 + 1 = 3.  

Thử lại: (23 + 1)(13 + 2) = 9 ⋅ 3 = 27 = 33 (Thỏa mãn).  

 Trường hợp 2:  3𝑛 là ước của 𝑦 + 1.  

Vì 𝑦 ≥ 1 ⟹ 𝑦 + 1 > 0, nên 𝑦 + 1 ≥ 3𝑛. Ta có kẹp: 𝑦3 < 𝑦3 + 𝑥 = 3𝑛 ≤ 𝑦 + 1. 

⟹ 𝑦3 < 𝑦 + 1 ⟹ 𝑦3 − 𝑦 − 1 < 0 

Với các số nguyên dương, nếu 𝑦 ≥ 2 thì 𝑦3 − 𝑦 − 1 ≥ 8 − 2 − 1 = 5 > 0 (vô lý). 

 Vậy chỉ có thể 𝑦 = 1 ⟹ 𝑦 + 1 = 2. Mà 3𝑛 là ước của 2, điều này vô lý vì với 𝑛 ≥ 1 thì 3𝑛 ≥
3 > 2. (Trường hợp này vô nghiệm) 

Kết luận: Bộ số nguyên dương (𝑥, 𝑦, 𝑧) duy nhất thỏa mãn phương trình với 𝑥 > 𝑦 là 
(𝟐, 𝟏, 𝟑). 
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Câu III. 

Ta có 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 1, do đó biểu thức 𝑆 được viết lại thành: 

𝑆 = ∑𝑎4(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑) − ∑𝑎5 = ∑𝑎4(1 − 𝑎) 

Bổ đề: Với mọi 𝑐, 𝑑 ≥ 0 thỏa mãn 𝑐 + 𝑑 ≤
2

3
, ta luôn có: 

𝑐4(1 − 𝑐) + 𝑑4(1 − 𝑑) ≤ (𝑐 + 𝑑)4[1 − (𝑐 + 𝑑)] 

Chứng minh: Đặt 𝑢 = 𝑐 + 𝑑 ≥ 0 và 𝑣 = 𝑐𝑑 ≥ 0.  Ta có 𝑣 ≤
𝑢2

4
. 

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 

(𝑐 + 𝑑)5 − 𝑐5 − 𝑑5 ≤ (𝑐 + 𝑑)4 − 𝑐4 − 𝑑4 

Ta có 𝑐2 + 𝑑2 = 𝑢2 − 2𝑣 và 𝑐3 + 𝑑3 = 𝑢3 − 3𝑢𝑣: 

⇔ 5𝑐𝑑(𝑐3 + 𝑑3) + 10𝑐2𝑑2(𝑐 + 𝑑) ≤ 4𝑐𝑑(𝑐2 + 𝑑2) + 6𝑐2𝑑2 

⇔ 5𝑣(𝑢3 − 3𝑢𝑣) + 10𝑢𝑣2 ≤ 4𝑣(𝑢2 − 2𝑣) + 6𝑣2 

⇔ 5𝑢3𝑣 − 5𝑢𝑣2 ≤ 4𝑢2𝑣 − 2𝑣2 

+)Nếu 𝑣 = 0,  BĐT hiển nhiên đúng. 

+)Xét 𝑣 > 0, chia cả hai vế cho 𝑣: 

5𝑢3 − 5𝑢𝑣 ≤ 4𝑢2 − 2𝑣 ⇔ 𝑣(2 − 5𝑢) + 𝑢2(5𝑢 − 4) ≤ 0 (∗) 

Trường hợp 1: Nếu 𝑢 ≤
2

5
, ta có 2 − 5𝑢 ≥ 0. Do 𝑣 ≤

𝑢2

4
 nên: 

𝑉𝑇(∗) ≤
𝑢2

4
(2 − 5𝑢) + 𝑢2(5𝑢 − 4) =

𝑢2

4
(2 − 5𝑢 + 20𝑢 − 16) =

𝑢2

4
(15𝑢 − 14) 

Vì 𝑢 ≤
2

5
<

14

15
 nên 15𝑢 − 14 < 0 ⇒ 𝑉𝑇(∗) ≤ 0.  

Trường hợp 2: Nếu 
2

5
< 𝑢 ≤

2

3
, ta có 2 − 5𝑢 < 0 ⇒ 𝑣(2 − 5𝑢) ≤ 0. 

Lại có 5𝑢 − 4 ≤ 5 (
2

3
) − 4 = −

2

3
< 0 ⇒ 𝑢2(5𝑢 − 4) ≤ 0. 

Cộng vế theo vế ⇒ 𝑉𝑇(∗) ≤ 0 (đ𝑝𝑐𝑚). 

Áp dụng bổ đề: 

Không mất tính tổng quát, giả sử 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐 ≥ 𝑑 ≥ 0. Do tổng 4 số bằng 1 nên 𝑐 + 𝑑 ≤
1

2
<

2

3
. 

Áp dụng Bổ đề cho 𝑐 và 𝑑, ta có: 

𝑆 ≤ 𝑎4(1 − 𝑎) + 𝑏4(1 − 𝑏) + 𝑥4(1 − 𝑥) với 𝑥 = 𝑐 + 𝑑 và 𝑎 + 𝑏 + 𝑥 = 1 
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Theo nguyên lý Dirichlet, trong 3 số 𝑎, 𝑏, 𝑥 có tổng bằng 1, luôn tồn tại 2 số có tổng ≤
2

3
. 

Giả sử hai số đó là 𝑏 và 𝑥, áp dụng Bổ đề cho cặp này, ta đưa bài toán về 2 biến 𝑋, 𝑌 ≥ 0 
thỏa mãn 𝑋 + 𝑌 = 1: 

𝑆 ≤ 𝑋4(1 − 𝑋) + 𝑌4(1 − 𝑌) 

Do 1 − 𝑋 = 𝑌 và 1 − 𝑌 = 𝑋, ta phân tích: 

𝑆 ≤ 𝑋4𝑌 + 𝑋𝑌4 = 𝑋𝑌(𝑋3 + 𝑌3) = 𝑋𝑌(𝑋 + 𝑌)(𝑋2 − 𝑋𝑌 + 𝑌2)𝑆 ≤ 𝑋𝑌[(𝑋 + 𝑌)2 − 3𝑋𝑌]
= 𝑋𝑌(1 − 3𝑋𝑌) 

Áp dụng BĐT AM-GM cho 2 số không âm 3𝑋𝑌 và (1 − 3𝑋𝑌): 

3𝑆 ≤ 3𝑋𝑌(1 − 3𝑋𝑌) ≤
(3𝑋𝑌 + 1 − 3𝑋𝑌)2

4
=

1

4
⇒ 𝑆 ≤

1

12
 

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi:  3𝑋𝑌 = 1 − 3𝑋𝑌 ⇔ 𝑋𝑌 =
1

6
. 

Kết hợp hệ phương trình {
𝑋 + 𝑌 = 1

𝑋𝑌 =
1

6

, 

Theo định lý Viète đảo, 𝑋 và 𝑌 là nghiệm của phương trình 𝑇2 − 𝑇 +
1

6
= 0 ⇔ 𝑇 =

3±√3

6
. 

Vậy max𝑆 =
1

12
 , đạt được khi (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) là một hoán vị của bộ số (

3+√3

6
;

3−√3

6
; 0; 0) 
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Câu IV. 
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1) Chứng minh rằng 𝐾𝑄𝐵̂ = 𝐵𝐶𝐷̂ 

Gọi 𝐸 là giao điểm của đường thẳng 𝑄𝐵 và đường thẳng 𝐴𝐷. 

 Vì 𝑃𝐴𝑄𝐵 là hình bình hành nên 𝑄𝐵 ∥ 𝑃𝐴. Theo giả thiết 𝑃𝐴⟂𝐴𝐷, suy ra 𝑄𝐵⟂𝐴𝐷, do đó 

𝐴𝐸𝐵̂ = 90∘. 

Xét tam giác vuông 𝐴𝐵𝐸 vuông tại 𝐸, ta có: 

𝐴𝐵𝐸̂ = 90∘ − 𝐵𝐴𝐸̂ 

Tứ giác 𝐴𝐵𝐶𝐷 nội tiếp đường tròn (𝑂) suy ra 𝐵𝐴𝐷̂ + 𝐵𝐶𝐷̂ = 180∘.  

Ngoài ra ta có: 

𝐵𝐴𝐸̂ = 180∘ − 𝐵𝐴𝐷̂ = 𝐵𝐶𝐷̂ 

Thay vào trên, ta được: 

𝐴𝐵𝐸̂ = 90∘ − 𝐵𝐶𝐷̂ 

Mặt khác, 𝐾 là hình chiếu vuông góc của 𝑄 lên 𝐴𝐵 nên 𝑄𝐾𝐵̂ = 90∘. 

 Xét tam giác vuông 𝑄𝐾𝐵: 

𝐾𝑄𝐵̂ = 90∘ − 𝑄𝐵𝐾̂ = 90∘ − 𝐴𝐵𝐸̂ = 90∘ − (90∘ − 𝐵𝐶𝐷̂) = 𝐵𝐶𝐷̂ 

Vậy 𝐾𝑄𝐵̂ = 𝐵𝐶𝐷̂ (đpcm). 

2) Chứng minh rằng 
𝐻𝐷

𝐻𝐶
=

𝐾𝐵

𝐾𝐴
 

Ta chứng minh tương tự ý 1: Gọi giao điểm của 𝑄𝐴 và 𝐵𝐶 là 𝐹.  

Do 𝑄𝐴 ∥ 𝑃𝐵 và 𝑃𝐵⟂𝐵𝐶 nên 𝑄𝐴⟂𝐵𝐶. Từ đó suy ra 𝐾𝑄𝐴̂ = 𝐴𝐷𝐶̂. 

Trong tam giác vuông 𝑄𝐾𝐵, ta có: 𝐾𝐵 = 𝑄𝐾 ⋅ tan𝐾𝑄𝐵̂ = 𝑄𝐾 ⋅ tan𝐵𝐶𝐷̂  

Trong tam giác vuông 𝑄𝐾𝐴, ta có: 𝐾𝐴 = 𝑄𝐾 ⋅ tan𝐾𝑄𝐴̂ = 𝑄𝐾 ⋅ tan𝐴𝐷𝐶̂  

Suy ra: 

𝐾𝐵

𝐾𝐴
=

tan𝐵𝐶𝐷̂

tan𝐴𝐷𝐶̂
 (1) 

Kẻ 𝐻𝑀⟂𝐴𝐷 (𝑀 ∈ 𝐴𝐷) và 𝐻𝑁⟂𝐵𝐶 (𝑁 ∈ 𝐵𝐶). 

Kẻ 𝑃𝐼⟂𝐻𝑀 (𝐼 ∈ 𝐻𝑀) và 𝑃𝐽⟂𝐻𝑁 (𝐽 ∈ 𝐻𝑁). 

Vì 𝑃𝐴⟂𝐴𝐷 và 𝐻𝑀⟂𝐴𝐷 nên 𝑃𝐴 ∥ 𝐻𝑀. 

Cùng với 𝑃𝐼⟂𝐻𝑀, tứ giác 𝑃𝐴𝐼𝑀 là hình chữ nhật. 

Suy ra 𝑃𝐴 = 𝑀𝐼 = 𝐻𝑀 − 𝐻𝐼. 
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Trong tam giác vuông 𝐻𝑀𝐷, 𝐻𝑀 = 𝐻𝐷 ⋅ sin𝐴𝐷𝐶̂. 

Vì 𝑃𝐻⟂𝐶𝐷 và 𝐻𝑀⟂𝐴𝐷, 𝐴𝐷𝐶̂ 𝑙à góc giữa hai đường thẳng 

Do đó trong tam giác vuông 𝑃𝐻𝐼, ta có 𝐻𝐼 = 𝑃𝐻 ⋅ cos𝐴𝐷𝐶̂. 

Từ đó: 𝑃𝐴 = 𝐻𝐷 ⋅ sin𝐴𝐷𝐶̂ − 𝑃𝐻 ⋅ cos𝐴𝐷𝐶̂.  

Tương tự: 𝑃𝐵 = 𝐻𝐶 ⋅ sin𝐵𝐶𝐷̂ − 𝑃𝐻 ⋅ cos𝐵𝐶𝐷̂. 

Theo tính chất hình bình hành 𝑃𝐴𝑄𝐵, 𝑄𝐴 = 𝑃𝐵 và 𝑄𝐵 = 𝑃𝐴. Lại có 𝑄𝐾 = 𝑄𝐵 ⋅ cos𝐾𝑄𝐵̂ = 𝑃𝐴 ⋅

cos𝐵𝐶𝐷̂ và 𝑄𝐾 = 𝑄𝐴 ⋅ cos𝐾𝑄𝐴̂ = 𝑃𝐵 ⋅ cos𝐴𝐷𝐶̂. Từ đó: 𝑃𝐴 ⋅ cos𝐵𝐶𝐷̂ = 𝑃𝐵 ⋅ cos𝐴𝐷𝐶̂ ⟹
𝑃𝐴

𝑃𝐵
=

cos𝐴𝐷𝐶̂

cos𝐵𝐶𝐷̂
. 

Biến đổi hệ thức của 𝑃𝐴 và 𝑃𝐵: 

𝐻𝐷 ⋅ sin𝐴𝐷𝐶̂ = 𝑃𝐴 + 𝑃𝐻 ⋅ cos𝐴𝐷𝐶̂ 

𝐻𝐶 ⋅ sin𝐵𝐶𝐷̂ = 𝑃𝐵 + 𝑃𝐻 ⋅ cos𝐵𝐶𝐷̂ 

Xét tỉ số: 

𝐻𝐷 ⋅ sin𝐴𝐷𝐶̂

𝐻𝐶 ⋅ sin𝐵𝐶𝐷̂
=

𝑃𝐴 + 𝑃𝐻 ⋅ cos𝐴𝐷𝐶̂

𝑃𝐵 + 𝑃𝐻 ⋅ cos𝐵𝐶𝐷̂
=

𝑃𝐵
cos𝐴𝐷𝐶̂

cos𝐵𝐶𝐷̂
+ 𝑃𝐻 ⋅ cos𝐴𝐷𝐶̂

𝑃𝐵 + 𝑃𝐻 ⋅ cos𝐵𝐶𝐷̂
=

cos𝐴𝐷𝐶̂

cos𝐵𝐶𝐷̂
 

Do đó: 

𝐻𝐷

𝐻𝐶
=

sin𝐵𝐶𝐷̂ ⋅ cos𝐴𝐷𝐶̂

sin𝐴𝐷𝐶̂ ⋅ cos𝐵𝐶𝐷̂
=

tan𝐵𝐶𝐷̂

tan𝐴𝐷𝐶̂
 (2) 

Từ (1) và (2), suy ra 
𝐻𝐷

𝐻𝐶
=

𝐾𝐵

𝐾𝐴
 (đpcm). 
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3) Chứng minh rằng các điểm 𝐷, 𝐶, 𝐾, 𝐿 cùng nằm trên một đường tròn. 

Cách 1:  

Gọi 𝑋 là giao điểm của hai đường thẳng 𝐴𝐵 và 𝐶𝐷.  

Vì 𝐷𝑅 ∥ 𝐴𝐻, do đó 𝑆𝐴𝑅𝐻 = 𝑆𝐴𝐻𝐷. Tương tự, 𝐶𝑅 ∥ 𝐵𝐻 ⟹ 𝑆𝐵𝑅𝐻 = 𝑆𝐵𝐻𝐶. 

Vì 𝐿 là giao điểm của 𝑅𝐻 và 𝐴𝐵, theo tỉ số diện tích chung đáy 𝑅𝐻: 

𝐴𝐿

𝐵𝐿
=

𝑆𝐴𝑅𝐻

𝑆𝐵𝑅𝐻
=

𝑆𝐴𝐻𝐷

𝑆𝐵𝐻𝐶
 

Kẻ ℎ𝐴, ℎ𝐵 lần lượt là khoảng cách từ 𝐴, 𝐵 xuống đường thẳng 𝐶𝐷. Ta có: 

𝑆𝐴𝐻𝐷 =
1

2
𝐻𝐷 ⋅ ℎ𝐴 và 𝑆𝐵𝐻𝐶 =

1

2
𝐻𝐶 ⋅ ℎ𝐵  

Suy ra: 
𝐴𝐿

𝐵𝐿
=

𝐻𝐷⋅ℎ𝐴

𝐻𝐶⋅ℎ𝐵
=

𝐻𝐷

𝐻𝐶
⋅

ℎ𝐴

ℎ𝐵
. 

 Mặt khác, do 𝑋 = 𝐴𝐵 ∩ 𝐶𝐷, theo định lý Thales ta có 
ℎ𝐴

ℎ𝐵
=

𝑋𝐴

𝑋𝐵
. Từ đó: 

𝐴𝐿

𝐵𝐿
=

𝐻𝐷

𝐻𝐶
⋅

𝑋𝐴

𝑋𝐵
 

Theo chứng minh ở câu 2, ta có 
𝐾𝐴

𝐾𝐵
=

𝐻𝐶

𝐻𝐷
, suy ra 

𝐴𝐾

𝐵𝐾
=

𝐻𝐶

𝐻𝐷
. Nhân hai tỉ số lại, ta được: 

𝐴𝐿

𝐵𝐿
⋅

𝐴𝐾

𝐵𝐾
= (

𝐻𝐷

𝐻𝐶
⋅

𝑋𝐴

𝑋𝐵
) ⋅ (

𝐻𝐶

𝐻𝐷
) =

𝑋𝐴

𝑋𝐵
 

Thay 𝐴𝐿 = |𝑋𝐿 − 𝑋𝐴|, 𝐵𝐿 = |𝑋𝐵 − 𝑋𝐿|, 𝐴𝐾 = |𝑋𝐾 − 𝑋𝐴|, 𝐵𝐾 = |𝑋𝐵 − 𝑋𝐾| , phương trình trên 
tương đương với: 

𝑋𝐿 − 𝑋𝐴

𝑋𝐵 − 𝑋𝐿
⋅

𝑋𝐾 − 𝑋𝐴

𝑋𝐵 − 𝑋𝐾
=

𝑋𝐴

𝑋𝐵
 

Nhân chéo và khai triển: 

𝑋𝐵 ⋅ (𝑋𝐿 ⋅ 𝑋𝐾 − 𝑋𝐴 ⋅ 𝑋𝐿 − 𝑋𝐴 ⋅ 𝑋𝐾 + 𝑋𝐴2) = 𝑋𝐴 ⋅ (𝑋𝐵2 − 𝑋𝐵 ⋅ 𝑋𝐾 − 𝑋𝐵 ⋅ 𝑋𝐿 + 𝑋𝐿 ⋅ 𝑋𝐾) 

Giản ước hai vế các cụm đại lượng −𝑋𝐴 ⋅ 𝑋𝐵 ⋅ 𝑋𝐿 và −𝑋𝐴 ⋅ 𝑋𝐵 ⋅ 𝑋𝐾, ta thu được: 

𝑋𝐵 ⋅ 𝑋𝐿 ⋅ 𝑋𝐾 + 𝑋𝐴2 ⋅ 𝑋𝐵 = 𝑋𝐴 ⋅ 𝑋𝐵2 + 𝑋𝐴 ⋅ 𝑋𝐿 ⋅ 𝑋𝐾 

⇔ 𝑋𝐿 ⋅ 𝑋𝐾 ⋅ (𝑋𝐵 − 𝑋𝐴) = 𝑋𝐴 ⋅ 𝑋𝐵 ⋅ (𝑋𝐵 − 𝑋𝐴) 

Vì 𝐴 ≢ 𝐵 nên 𝑋𝐵 − 𝑋𝐴 ≠ 0, do đó: 

𝑋𝐾 ⋅ 𝑋𝐿 = 𝑋𝐴 ⋅ 𝑋𝐵 

Theo tính chất của tứ giác nội tiếp 𝐴𝐵𝐶𝐷, giao điểm 𝑋 của hai cát tuyến 𝑋𝐴𝐵 và 𝑋𝐷𝐶 thỏa 
mãn phương tích đường tròn: 
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𝑋𝐴 ⋅ 𝑋𝐵 = 𝑋𝐶 ⋅ 𝑋𝐷 

Từ hai điều trên, ta có: 

𝑋𝐾 ⋅ 𝑋𝐿 = 𝑋𝐶 ⋅ 𝑋𝐷 

Hệ thức này chứng tỏ phương tích của 𝑋 đối với đường tròn đi qua 4 điểm 𝐷, 𝐶, 𝐾, 𝐿 là bằng 
nhau. Do đó, 4 điểm 𝐷, 𝐶, 𝐾, 𝐿 cùng nằm trên một đường tròn (đpcm). 

Cách 2: 

 

C) Gọi (AHB) cắt CD tại J  khác H. Ta có 

∠RDC=∠AHD=∠JBA, ∠RCD=∠BHJ=∠JAB 

⇒ΔJAB∼ΔRCD 

⇒
CD

AB
=
RC

JA
 mà lại có 

KA

KB
=
HC

HD
⇒
CD

AB
=
HC

KA
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⇒
RC

JA
=
HC

KA
 

⇒ΔRHC ∼ΔJKA 

⇒∠RHC=∠JKA hay tứ giác JKLH nội tiếp. 

Sử dụng bổ đề: ABCD là tứ giác nội tiếp, AB cắt CD tại I.  

ABCD là tứ giác nội tiếp (=) IA.IB=IC.ID 

Gọi CD cắt AB tại I, từ các tứ giác JKLH, ABJH và ABCD nội tiếp, suy ra IL.IK=IH.IJ=IA.IB=IC.ID 

⇒KLDC nội tiếp. 
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Câu V. 

Gọi 𝑀 là giá trị lớn nhất trong dãy số đã cho, 𝑐𝑣 là số lần xuất hiện của giá trị 𝑣 trong dãy số 
(1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑀).  

Vì dãy có 600 phần tử, ta có phương trình: 

∑𝑐𝑣

𝑀

𝑣=1

= 600 

Để tạo thành một bộ (𝑎𝑖, 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘) với 𝑖 < 𝑗 < 𝑘 thỏa mãn 𝑎𝑗 = 𝑎𝑖 + 1 và 𝑎𝑘 = 𝑎𝑗 + 1, ba giá trị 

của dãy tại các vị trí đó phải lần lượt là (𝑣, 𝑣 + 1, 𝑣 + 2). 

Với một giá trị 𝑣 cụ thể, số lượng bộ ba lớn nhất đạt được khi các phần tử trong dãy xuất 
hiện theo cụm tăng dần (tất cả số 𝑣 đứng trước số 𝑣 + 1, số 𝑣 + 1 đứng trước số 𝑣 + 2). Khi 
đó, số bộ tạo thành là 𝑐𝑣 ⋅ 𝑐𝑣+1 ⋅ 𝑐𝑣+2. 

Do đó, tổng số bộ 𝑚 luôn bị chặn trên bởi tổng các tích: 

𝑚 ≤ ∑ 𝑐𝑣

𝑀−2

𝑣=1

𝑐𝑣+1𝑐𝑣+2 

Chia các biến 𝑐𝑣 thành 3 nhóm 𝐴, 𝐵, 𝐶 dựa theo số dư của chỉ số 𝑣 khi chia cho 3: 

• 𝐴 = ∑ 𝑐3𝑘+13𝑘+1≤𝑀  

• 𝐵 = ∑ 𝑐3𝑘+23𝑘+2≤𝑀  

• 𝐶 = ∑ 𝑐3𝑘3𝑘≤𝑀  

Tổng của ba nhóm này chính là tổng số phần tử của dãy: 

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 =∑𝑐𝑣

𝑀

𝑣=1

= 600 

Trong mỗi số hạng 𝑐𝑣𝑐𝑣+1𝑐𝑣+2, ba nhân tử tương ứng với 3 số nguyên liên tiếp. Do đó, theo 
tính chất đồng dư, 3 nhân tử này luôn rơi vào đúng 3 nhóm phân biệt 𝐴, 𝐵 và 𝐶. 

Vì tất cả các 𝑐𝑣 ≥ 0, tổng của các tích thành phần sẽ không bao giờ vượt quá tích của tổng 
các nhóm: 

∑ 𝑐𝑣

𝑀−2

𝑣=1

𝑐𝑣+1𝑐𝑣+2 ≤ 𝐴 ⋅ 𝐵 ⋅ 𝐶 

Sử dụng bất đẳng thức AM-GM cho 3 số thực không âm 𝐴, 𝐵, 𝐶: 
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𝑚 ≤ 𝐴 ⋅ 𝐵 ⋅ 𝐶 ≤ (
𝐴 + 𝐵 + 𝐶

3
)
3

 

Thay 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 600 vào, ta thu được: 

𝑚 ≤ (
600

3
)
3

= 2003 = 8 000 000 

Dấu “=” xảy ra ⇔ 𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 200. 

Chọn 𝑐1 = 200, 𝑐2 = 200, 𝑐3 = 200 và 𝑐𝑣 = 0 với mọi 𝑣 > 3. 

Dãy số tối ưu là dãy được sắp xếp tăng dần, gồm 200 số 1, tiếp theo là 200 số 2 và cuối 
cùng là 200 số 3: 

(1, … ,1
⏟

200

, 2, … ,2
⏟

200

, 3, … ,3
⏟

200

) 

Số bộ (𝑎𝑖, 𝑎𝑗 , 𝑎𝑘) thỏa mãn điều kiện đề bài cho dãy này là 200 × 200 × 200 = 8 000 000. 

 


