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ĐÁP ÁN THAM KHẢO ĐỀ CHUYÊN TOÁN(TIN) THI VÀO 10 HÀ NỘI NĂM 2026 

Câu I. 

1) Gọi 4 viên bi trong hộp lần lượt là: X (màu xanh), Đ (màu đỏ), T (màu tím), V (màu vàng). Khi lấy ngẫu 

nhiên đồng thời 2 viên bi từ trong hộp, các kết quả có thể xảy ra là các tập hợp gồm 2 viên bi: 

{𝑋, Đ}; {𝑋, 𝑇}; {𝑋, 𝑉}; {Đ, 𝑇}; {Đ, 𝑉}; {𝑇, 𝑉} 

Như vậy, có tất cả 6 kết quả có thể xảy ra. Do các viên bi có cùng kích thước và khối lượng nên các kết quả 

này là đồng khả năng. 

Biến cố 𝐴: “Lấy được 2 viên bi trong đó có viên bi màu xanh”. Các kết quả thuận lợi cho biến cố 𝐴 là các 

tập hợp lấy ra 2 viên bi có chứa viên bi X, bao gồm: 

{𝑋, Đ}; {𝑋, 𝑇}; {𝑋, 𝑉} 

Như vậy, có 3 kết quả thuận lợi cho biến cố 𝐴. 

Xác suất của biến cố 𝐴 là: 

𝑃(𝐴) =
𝑛(𝐴)

𝑛(Ω)
=

3

6
=

1

2
 

Xác suất cần tìm là 
1

2
. 

2) Theo giả thiết, 𝑎, 𝑏, 𝑐 là các số thực dương thỏa mãn: 

2𝑎2 + 2𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑎𝑐 − 2𝑏𝑐 = 0 

4𝑎2 + 4𝑏2 + 2𝑐2 − 4𝑎𝑐 − 4𝑏𝑐 = 0 

(4𝑎2 − 4𝑎𝑐 + 𝑐2) + (4𝑏2 − 4𝑏𝑐 + 𝑐2) = 0

(2𝑎 − 𝑐)2 + (2𝑏 − 𝑐)2 = 0 (∗)
 

Ta có: 

{
(2𝑎 − 𝑐)2 ≥ 0

(2𝑏 − 𝑐)2 ≥ 0
⟹ (2𝑎 − 𝑐)2 + (2𝑏 − 𝑐)2 ≥ 0 

Do đó, dấu “=” ở phương trình (∗) xảy ra khi và chỉ khi cả hai số hạng đồng thời bằng 0: 

{
2𝑎 − 𝑐 = 0
2𝑏 − 𝑐 = 0

⇒ {
𝑐 = 2𝑎
𝑐 = 2𝑏

⇒ 2𝑎 = 2𝑏 = 𝑐 

Từ đó suy ra 𝑎 = 𝑏 =
𝑐

2
. Mặt khác, vì 𝑎, 𝑏, 𝑐 là các số thực dương nên 𝑐 > 0 ⟹ 𝑐 + 1 > 0 ⟹ 𝑐 + 1 ≠ 0 

(đảm bảo mẫu số của 𝑃 luôn khác 0). 

Thay 𝑎 =
𝑐

2
 và 𝑏 =

𝑐

2
 vào biểu thức 𝑃, ta có: 

𝑃 =

𝑐
2

2 ⋅
𝑐
2 + 1

+

𝑐
2

2 ⋅
𝑐
2 + 1

+
1

𝑐 + 1
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𝑃 =

𝑐
2

𝑐 + 1
+

𝑐
2

𝑐 + 1
+

1

𝑐 + 1
 

𝑃 =

𝑐
2 +

𝑐
2 + 1

𝑐 + 1
=

𝑐 + 1

𝑐 + 1
= 1 

Kết luận: Giá trị của biểu thức là 𝑃 = 1. 

Câu II. 

1) Theo đề bài, a  và b  là các số nguyên dương.  

Ta có: ( )( )3 3 2 2a b a b a ab b− = − + +    (*) 

Vì 3 3a b−  là số nguyên tố, nên a b , suy ra 0a b−  .  

Do ,a b +  nên 2 2 2 21 1 1 1 3a ab b+ +  +  + = .  

Ta có 2 2a ab b a b+ +  − . 

Số nguyên tố chỉ có đúng hai ước nguyên dương là 1 và chính nó nên: 1 1a b a b− =  = +  

Thay 1a b= +  vào lại biểu thức (*), ta được: 

 ( ) ( )3 3 3 3 3 2 3 2( 1) 3 3 1 3 3 1 3 1 1a b b b b b b b b b b b− = + − = + + + − = + + = + +  

Đặt ( )3 1 1 2027P b b= + + + ( )3 1 2028b b= + +  

Vì b  và 1b+  là hai số nguyên dương liên tiếp nên ( )1 2b b + .  

Suy ra ( ) ( )3 1 3 2b b +   hay ( )3 1 6b b + . 

Mặt khác 2028 6 338=  . 

Suy ra 6P  hay . (Điều phải chứng minh) 

2) Tìm tất cả các cặp số nguyên dương (𝑥; 𝑦) thỏa mãn: 

3𝑥 − 1 = 2 ⋅ 13𝑦 

Vì 𝑦 ≥ 1 nên vế phải: 2 ⋅ 13𝑦 ≡ 2 ⋅ 1𝑦 ≡ 2 (mod 4). Giả sử 𝑥 chẵn, đặt 𝑥 = 2𝑘 (𝑘 ∈ ℤ+), ta có vế trái: 

32𝑘 − 1 = 9𝑘 − 1 ≡ 1𝑘 − 1 ≡ 0 (mod 4) 

Điều này vô lý vì 0 ≢ 2 (mod 4). Do đó, 𝑥 bắt buộc phải là số lẻ 

Lại có :  

3𝑥 − 1 ≡ 0 (mod 13) ⟹ 3𝑥 ≡ 1 (mod 13) 

Ta có chu kỳ số dư của lũy thừa 3 khi chia cho 13 là: 31 ≡ 3, 32 ≡ 9, 33 ≡ 27 ≡ 1 (mod 13). 

Để 3𝑥 ≡ 1 (mod 13) thì 𝑥 phải chia hết cho 3. 

( )3 3 2027 6a b− +
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Vì 𝑥 lẻ và chia hết cho 3, đặt 𝑥 = 3𝑘 (với 𝑘 là số nguyên dương lẻ). Phương trình trở thành: 

33𝑘 − 1 = 2 ⋅ 13𝑦 

(3𝑘 − 1)(32𝑘 + 3𝑘 + 1) = 2 ⋅ 13𝑦 

Gọi 𝑑 = ƯCLN(3𝑘 − 1, 32𝑘 + 3𝑘 + 1). Ta có: 

𝑑 = ƯCLN(3𝑘 − 1, (3𝑘 − 1)(3𝑘 + 2) + 3) = ƯCLN(3𝑘 − 1,3) 

Vì 3𝑘 − 1 không chia hết cho 3 nên 𝑑 = 1. Suy ra hai nhân tử vế trái là nguyên tố cùng nhau. 

Mặt khác, vì 𝑘 lẻ nên 3𝑘 ≡ 3 (mod 4) ⟹ 3𝑘 − 1 ≡ 2 (mod 4).  

Tức là (3𝑘 − 1) là số chẵn không chia hết cho 4, còn (32𝑘 + 3𝑘 + 1) là số lẻ. Vì hai nhân tử nguyên tố cùng 

nhau và có tích bằng 2 ⋅ 13𝑦, ta bắt buộc phải có hệ: 

{3𝑘 − 1 = 2
32𝑘 + 3𝑘 + 1 = 13𝑦 

Từ phương trình thứ nhất, ta có: 

3𝑘 = 3 ⟹ 𝑘 = 1 

Thay 𝑘 = 1 vào phương trình thứ hai: 

32 + 31 + 1 = 13 ⟹ 13𝑦 = 13 ⟹ 𝑦 = 1 

Với 𝑘 = 1, ta có 𝑥 = 3𝑘 = 3. Thử lại vào phương trình ban đầu: 33 − 1 = 2 ⋅ 131 ⇔ 26 = 26 (thỏa mãn). 

Vậy cặp số nguyên dương duy nhất thỏa mãn bài toán là (𝑥; 𝑦) = (3; 1). 

Câu III. 

1) Từ giả thiết 𝑎𝑏 = 6𝑐2 ⟹ 9𝑎𝑏𝑐 = 54𝑐3. Đặt 𝑃 =
𝑎3+𝑏3+27𝑐3

2
 . Ta có 2𝑃 = 𝑎3 + 𝑏3 + 27𝑐3 

Áp dụng hằng đẳng thức 𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧 = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑥𝑦 − 𝑦𝑧 − 𝑧𝑥)  

Với 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏, 𝑧 = −3𝑐 : 

𝑎3 + 𝑏3 + (−3𝑐)3 − 3𝑎𝑏(−3𝑐) = (𝑎 + 𝑏 − 3𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + (−3𝑐)2 − 𝑎𝑏 − 𝑏(−3𝑐) − (−3𝑐)𝑎) 

⟹ 𝑎3 + 𝑏3 − 27𝑐3 + 9𝑎𝑏𝑐 = (𝑎 + 𝑏 − 3𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 9𝑐2 − 𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 + 3𝑐𝑎) 

Thế 9𝑎𝑏𝑐 = 54𝑐3  vào vế trái: 

𝑎3 + 𝑏3 − 27𝑐3 + 54𝑐3 = (𝑎 + 𝑏 − 3𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 9𝑐2 − 𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 + 3𝑐𝑎) 

⟹ 2𝑃 = (𝑎 + 𝑏 − 3𝑐)(𝑎2 + 𝑏2 + 9𝑐2 − 𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 + 3𝑐𝑎) 

Đặt 𝐴 = 𝑎2 + 𝑏2 + 9𝑐2 − 𝑎𝑏 + 3𝑏𝑐 + 3𝑐𝑎 :  

𝐴 = (𝑎 −
𝑏

2
)

2

+
3𝑏2

4
+ 9𝑐2 + 3𝑏𝑐 + 3𝑐𝑎 

Vì 𝑎, 𝑏, 𝑐 là các số nguyên dương ( 𝑎 ≥ 1, 𝑏 ≥ 1, 𝑐 ≥ 1 ), ta có: 
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• (𝑎 −
𝑏

2
)

2

≥ 0 

• 
3𝑏2

4
> 0 

• 9𝑐2 + 3𝑏𝑐 + 3𝑐𝑎 ≥ 9(1)2 + 3(1)(1) + 3(1)(1) = 15 

Do đó, 𝐴 ≥ 15 > 2 

 Mặt khác, vì 𝑃 là số nguyên tố nên các ước số nguyên dương của 2𝑃 chỉ thuộc tập hợp {1,2, 𝑃, 2𝑃}.  

Vì 2𝑃 = (𝑎 + 𝑏 − 3𝑐) ⋅ 𝐴 và 𝐴 > 2, suy ra 𝐴 không thể nhận giá trị 1 hoặc 2. Suy ra 𝐴 ∈ {𝑃, 2𝑃}, nhân tử 

còn lại bắt buộc phải nhận các giá trị  là 2 hoặc 1.  

Tức là: 

𝑎 + 𝑏 − 3𝑐 ∈ {1,2} 

• Trường hợp 1: 𝑎 + 𝑏 − 3𝑐 = 1 ⟹ 𝑎 + 𝑏 = 3𝑐 + 1. Kết hợp với giả thiết 𝑎𝑏 = 6𝑐2, theo Viète đảo, 

𝑎 và 𝑏 là hai nghiệm của phương trình: 

𝑋2 − (3𝑐 + 1)𝑋 + 6𝑐2 = 0 

Để tồn tại  𝑎, 𝑏, phương trình phải có Δ ≥ 0: 

Δ = (3𝑐 + 1)2 − 24𝑐2 = −15𝑐2 + 6𝑐 + 1 ≥ 0 

Ta có :  −15𝑐2 + 6𝑐 + 1 = −9𝑐2 − 6𝑐(𝑐 − 1) + 1. Vì 𝑐 ≥ 1 nên 𝑐2 ≥ 1 và 𝑐(𝑐 − 1) ≥ 0.  

Do đó: −15𝑐2 + 6𝑐 + 1 ≤ −9(1) − 0 + 1 = −8 < 0. Điều này mâu thuẫn với Δ ≥ 0. Vậy trường hợp này 

vô nghiệm.  

• Trường hợp 2: 𝑎 + 𝑏 − 3𝑐 = 2 ⟹ 𝑎 + 𝑏 = 3𝑐 + 2. Lúc này, 𝑎 và 𝑏 là hai nghiệm của phương trình: 

𝑋2 − (3𝑐 + 2)𝑋 + 6𝑐2 = 0 

Δ = (3𝑐 + 2)2 − 24𝑐2 = −15𝑐2 + 12𝑐 + 4 ≥ 0 

Δ = 4 − 3𝑐(5𝑐 − 4) 

 Nếu 𝑐 ≥ 2: Ta có 3𝑐 ≥ 6 và 5𝑐 − 4 ≥ 6 ⟹ 3𝑐(5𝑐 − 4) ≥ 36. Khi đó Δ ≤ 4 − 36 = −32 < 0 (Phương 

trình vô nghiệm).  

 Do đó, giá trị nguyên dương duy nhất thỏa mãn điều kiện Δ ≥ 0 là 𝑐 = 1. 

Thay 𝑐 = 1 vào Δ, ta có Δ = −15(1) + 12(1) + 4 = 1 > 0 (thỏa mãn). 

 Phương trình trở thành: 𝑋2 − 5𝑋 + 6 = 0. Giải phương trình ta được 𝑋 = 2 hoặc 𝑋 = 3. Suy ra (𝑎, 𝑏) =
(2,3) hoặc (𝑎, 𝑏) = (3,2). 

Thử lại với (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (2,3,1) hoặc (3,2,1), ta thay vào biểu thức 𝑃: 

𝑃 =
23 + 33 + 27 ⋅ 13

2
=

8 + 27 + 27

2
=

62

2
= 31 

Nhận thấy 31 là một số nguyên tố, thỏa mãn yêu cầu bài toán 
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Vậy các bộ số nguyên dương (𝑎, 𝑏, 𝑐) cần tìm là (2,3,1) và (3,2,1) 

2) Với 𝑎, 𝑏, 𝑐 là các số thực không âm thỏa mãn 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3, tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 

biểu thức: 

𝑇 =
𝑎2

𝑏𝑐 + 2𝑎 + 3
+

𝑏2

𝑐𝑎 + 2𝑏 + 3
+

𝑐2

𝑎𝑏 + 2𝑐 + 3
 

- Tìm giá trị nhỏ nhất của 𝑇 

Áp dụng Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz dạng phân thức, ta có: 

𝑇 ≥
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2

(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎) + 2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + 9
=

9

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 + 15
 

Mặt khác, ta có : 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 ≤
(𝑎+𝑏+𝑐)2

3
= 3. Suy ra: 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 + 15 ≤ 3 + 15 = 18. Từ đó, ta có: 

𝑇 ≥
9

18
=

1

2
 

Dấu “=” xảy ra khi 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 1.  

Vậy giá trị nhỏ nhất của 𝑇 là  
1

2
  xảy ra khi  𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 1 

 

- Tìm giá trị lớn nhất của 𝑇 

Vì 𝑏, 𝑐 ≥ 0 nên 𝑏𝑐 ≥ 0. Ta có đánh giá: 

𝑎2

𝑏𝑐 + 2𝑎 + 3
≤

𝑎2

2𝑎 + 3
  (1) 

Ta đi chứng minh 
𝑎2

2𝑎+3
≤

𝑎

3
  bằng xét hiệu: 

𝑎

3
−

𝑎2

2𝑎 + 3
=

𝑎(2𝑎 + 3) − 3𝑎2

3(2𝑎 + 3)
=

𝑎(3 − 𝑎)

3(2𝑎 + 3)
 

Do 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≥ 0 và 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3 nên 0 ≤ 𝑎 ≤ 3. Suy ra 𝑎(3 − 𝑎) ≥ 0 và 3(2𝑎 + 3) > 0. 

Do đó hiệu số luôn lớn hơn hoặc bằng 0, dẫn đến 
𝑎2

2𝑎+3
≤

𝑎

3
  (2) 

Từ (1) và (2) : 

𝑎2

𝑏𝑐 + 2𝑎 + 3
≤

𝑎

3
 

Tương tự với hai phân thức còn lại và cộng vế theo vế, ta có: 

𝑇 ≤
𝑎

3
+

𝑏

3
+

𝑐

3
=

𝑎 + 𝑏 + 𝑐

3
=

3

3
= 1 
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Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi trong ba số 𝑎, 𝑏, 𝑐 có một biến bằng 3 và hai biến bằng 0. 

Vậy giá trị lớn nhất của 𝑇 là 1 xảy ra khi (𝑎, 𝑏, 𝑐) là hoán vị của (3,0,0) 

Câu IV. 

 

1) Dễ dàng chứng minh tứ giác EMDC nội tiếp  

Suy ra 𝑀𝐷𝐶̂ +  𝑀𝐸𝐶̂  = 180  

Mà 𝑀𝐸𝐶̂  =ABĈ = ACB̂   

Do đó MDĈ + BCÂ  = 180  

Suy ra MDĈ = BAF̂ (cùng bù BCÂ )  

Xét △ 𝐵𝐴𝐹 và △ 𝑀𝐷𝐶:  

𝐵𝐹𝐴̂ = 𝑀𝐶𝐷̂ (cùng chắn cung AB) 

MDĈ = BAF̂ (cmt) 

suy ra △ 𝐵𝐴𝐹 ∼△ 𝑀𝐷𝐶 (g-g). 

2) *Chứng minh 𝑆 ∈ 𝑀𝐷: 

Gọi 𝐸′ là điểm đối xứng của 𝐴 qua 𝑂 (𝐴𝐸′ là đường kính của (𝑂)).  

Dễ dàng chứng minh 𝐵𝐻𝐶𝐸′ là hình bình hành  
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Mà 𝑀 là trung điểm 𝐵𝐶 

𝑀 cũng là trung điểm của 𝐻𝐸′. 

Xét △ 𝐻𝐸𝐸′, ta có 𝑆 là trung điểm 𝐻𝐸 (gt), 𝑀 là trung điểm 𝐻𝐸′.  

=> 𝑆𝑀 là đường trung bình của △ 𝐻𝐸𝐸′ 

=> 𝑆𝑀//𝐸𝐸′. 

Mặt khác, vì 𝐴𝐸′ là đường kính nên 𝐴𝐸𝐸′̂ = 90∘ 

=>  𝐴𝐸⟂𝐸𝐸′. Từ đó suy ra 𝑆𝑀⟂𝐴𝐸. (1) 

Gọi 𝐾 là giao điểm của 𝑀𝐷 và 𝐴𝐸.  

Vì tứ giác  𝐸𝑀𝐷𝐶  nội tiếp, ta có 𝑀𝐷𝐸̂ = 𝑀𝐶𝐸̂ = 𝐵𝐶𝐸̂.  

Vì 𝐸 là điểm chính giữa cung nhỏ 𝐵𝐶 nên cung 𝐵𝐸 = cung 𝐶𝐸, suy ra 𝐵𝐶𝐸̂ = 𝐶𝐴𝐸̂ (=𝐵𝐴𝐸̂) 

Trong △ 𝑣𝑢ô𝑛𝑔𝐴𝐷𝐸 (𝐴𝐷𝐸̂ = 90∘), ta có 𝐴𝐸𝐷̂ = 90∘ − 𝐶𝐴𝐸̂ = 90∘ − 𝑀𝐷𝐸̂.  

=> 𝑀𝐷⟂𝐴𝐸. (2) 

Từ (1), (2) => 𝑆𝑀⟂𝐴𝐸 và 𝑀𝐷⟂𝐴𝐸  suy ra 𝑆, 𝑀, 𝐷 thẳng hàng. Vậy 𝑆 thuộc đường thẳng 𝑀𝐷. 

*Chứng minh 𝑇𝑆𝑂̂ = 90∘: 

Dễ dàng chứng minh 𝐵𝐶 là đường trung trực của 𝐻𝑄. Vì 𝑇 ∈ 𝐵𝐶 =>  𝑇𝐻 = 𝑇𝑄. 

Xét △ 𝐸𝐻𝐹, có 𝑂 là trung điểm 𝐸𝐹 (do 𝐸𝐹 là đường kính), 𝑆 là trung điểm 𝐸𝐻 =>  𝑂𝑆 là đường trung bình 

của △ 𝐸𝐻𝐹 =>  𝑂𝑆 ∥ 𝐻𝐹. 

Để chứng minh 𝑂𝑆⟂𝑆𝑇 (tức 𝑇𝑆𝑂̂ = 90∘), ta cần chứng minh 𝐻𝐹⟂𝑆𝑇, tương đương với việc chứng minh 

𝑇𝐹2 − 𝑇𝐻2 = 𝑆𝐹2 − 𝑆𝐻2. 

Ta có 𝑇, 𝑄, 𝐹 thẳng hàng ta có: 𝑇𝐹2 − 𝑇𝐻2 = (𝐸𝑀 − 𝐷𝐻)(𝐹𝑀 − 𝐷𝐻) + 𝐹𝑀2 − 𝐷𝐻2 

= 𝐹𝑀(𝐸𝑀 + 𝐹𝑀) − 𝐷𝐻(𝐸𝑀 + 𝐹𝑀) = 𝐹𝐸 ⋅ (𝐹𝑀 − 𝐷𝐻) 

Kẻ đường cao 𝐻𝐻′ của △ 𝐹𝐻𝐸 (𝐻′ ∈ 𝐹𝐸). 

 =>  𝑆𝐹2 =
2(𝐹𝐻2+𝐹𝐸2)−𝐻𝐸2

4
 

Mà 𝑆𝐻2 =
𝐻𝐸2

4
, suy ra: 𝑆𝐹2 − 𝑆𝐻2 =

𝐹𝐻2+𝐹𝐸2−𝐻𝐸2

2
  

Lại có:  

𝐻𝐸2 = 𝐹𝐻2 + 𝐹𝐸2 − 2𝐹𝐸 ⋅ 𝐹𝐻′ ⟹ 𝐹𝐻2 + 𝐹𝐸2 − 𝐻𝐸2 = 2𝐹𝐸 ⋅ 𝐹𝐻′ 

Thay vào ta được  

𝑆𝐹2 − 𝑆𝐻2 = 𝐹𝐸 ⋅ 𝐹𝐻′ 

⟹ 𝑆𝐹2 − 𝑆𝐻2 = 𝐹𝐸 ⋅ (𝐹𝑀 − 𝐻𝐷) 

=> 𝑇𝐹2 − 𝑇𝐻2 = 𝑆𝐹2 − 𝑆𝐻2.  

=> 𝐻𝐹⟂𝑆𝑇.  

Kết hợp với 𝑂𝑆//𝐻𝐹, ta có 𝑂𝑆⟂𝑆𝑇 => 𝑇𝑆𝑂̂ = 90∘ (đpcm) 

3) 
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Kẻ 𝑂𝑃′⟂𝐴𝐹 sao cho 𝑃′ ∈ 𝐴𝐶. Kẻ đường kính 𝐵𝑋, 𝑌 đối xứng 𝑋 qua 𝑃′, 𝐺 trung điểm 𝐴𝐶 

⇒ {

𝑃′ trung điểm 𝑋𝑌

𝐺 trung điểm 𝐻𝑋

𝑂 trung điểm 𝐵𝑋

 

⇒ Δ𝐵𝐻𝑌 ∼ Δ𝑂𝐺𝑃′ (1) 

Lại có: 𝑂𝑃′𝐺̂ = 90∘ − 𝑃′𝐴𝐹̂ = 90∘ − 𝐶𝐵𝐹̂ = 𝐵𝐹𝐸̂ = 𝐵𝑋𝐸̂  

Mà Δ𝑂𝐺𝑃′ vuông tại 𝐺, Δ𝐵𝐸𝑋 vuông tại 𝐸 

⇒ Δ𝑂𝐺𝑃′ ∼ Δ𝐵𝐸𝑋 (2) 

Từ (1), (2) ⇒ Δ𝐵𝐻𝑌 ∼ Δ𝐵𝐸𝑋 
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⇒ {

𝐵𝐻

𝐵𝐸
=

𝐵𝑌

𝐵𝑋
𝐻𝐵𝑌̂ = 𝐸𝐵𝑋̂

⇒ {

𝐵𝐸

𝐵𝑋
=

𝐵𝐻

𝐵𝑌
𝐸𝐵𝐻̂ = 𝑋𝐵𝑌̂

 

⇒ Δ𝐸𝐵𝐻 ∼ Δ𝑋𝐵𝑌 

⇒ {
𝑋𝑌

𝐸𝐻
=

𝐵𝑋

𝐵𝐸
⇒

𝑃′𝑋

𝑆𝐸
=

𝐵𝑋

𝐵𝐸
𝑌𝑋𝐵̂ = 𝐻𝐸𝐵̂

 

⇒ Δ𝐵𝑋𝑃′ ∼ Δ𝐵𝐸𝑆 

⇒ {

𝐵𝑆

𝐵𝑃′
=

𝐸𝐵

𝐵𝑋
𝑋𝐵𝑃′̂ = 𝐸𝐵𝑆̂

⇒ {
𝐵𝑆

𝐵𝐸
=

𝐵𝑃′

𝐵𝑋
𝑆𝐵𝑃′̂ = 𝐸𝐵𝑋̂

⇒ Δ𝐵𝑆𝑃′ ∼ Δ𝐵𝐸𝑋 

⇒ 𝐵𝑆𝑃′̂ = 𝐵𝐸𝑋̂ = 90∘ 

⇒ 𝑆𝑃′⟂𝐵𝑆 (3) 

Xét đường tròn tâm 𝑂, 𝐴𝐹 là dây cung, 𝑂𝑃′ là một phần của đường kính vuông góc với dây cung 𝐴𝐹  

⇒ 𝑃′𝐴 = 𝑃′𝐹 (4) 

Ta có 𝑃 ∈ 𝐴𝐹 và thỏa mãn: 

𝑆𝑃⟂𝐵𝑆 (5) 

Từ (3) và (5), cả 𝑃 và 𝑃′ đều nằm trên đường thẳng 𝐴𝐹 ⇒ 𝑃 ≡ 𝑃′ 

Vì 𝑃 ≡ 𝑃′, thay vào (4) ta có: 

𝑃𝐴 = 𝑃𝐹 (Điều phải chứng minh) 

Câu V. 

1) Khi 𝑛 = 2, chứng minh 𝑎3 − 𝑎1 ≥ 4. 

Theo (i), ta có 𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3, tức 𝑎3 − 𝑎2 ≥ 1 và 𝑎2 − 𝑎1 ≥ 1.  

Suy ra 𝑎3 − 𝑎1 ≥ 2. 

Giả sử 𝑎3 − 𝑎1 < 4. Vì 𝑎3 − 𝑎1 là số nguyên ≥ 2, nên chỉ có thể xảy ra hai trường hợp: 

(*)Trường hợp 1: 𝑎3 − 𝑎1 = 2. Loại vì với 𝑛 = 2, ta phải có 𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 ≠ 2 với mọi 𝑖 > 𝑗. 

(*)Trường hợp 2: 𝑎3 − 𝑎1 = 3. Vì 𝑎3 − 𝑎1 = (𝑎3 − 𝑎2) + (𝑎2 − 𝑎1) = 3 và cả hai số hạng đều là số 

nguyên dương, nên chỉ có 2 trường hợp nữa xảy ra: 

+)Trường hợp con 1: 𝑎3 − 𝑎2 = 1 và 𝑎2 − 𝑎1 = 2. Loại do có 𝑎2 − 𝑎1 = 2 = 𝑛. 

+)Trường hợp con 2: 𝑎3 − 𝑎2 = 2 và 𝑎2 − 𝑎1 = 1. Loại do có 𝑎3 − 𝑎2 = 2 = 𝑛. 

Vậy điều giả sử là sai, hay 𝑎3 − 𝑎1 ≥ 4. (đpcm) 

2) Chia tập hợp các số nguyên ≥ 2 thành các dãy gồm 2𝑛 số liên tiếp: 
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𝑆0 = {2,3, … ,2𝑛 + 1} 

𝑆1 = {2 + 2𝑛, 2 + 2𝑛 + 1, … ,2 + 4𝑛 − 1} 

… 

𝑆𝑘 = {2 + 2𝑘𝑛, … ,2 + 2(𝑘 + 1)𝑛 − 1} 

Ta xét biểu diễn 100 = 𝑞 ⋅ 𝑛 + 𝑟 (0 < 𝑟 ≤ 𝑛) 

Hay 𝑞 = ⌊
99

𝑛
⌋. Ta chọn 𝑞 từ tập 𝑆𝑘 đầu tiên và chọn thêm 𝑟 phần tử từ tập 𝑆𝑞 tiếp theo. 

Trong tập 𝑆𝑘, chọn nửa đầu tiên gồm 𝑛 số: {2 + 2𝑘𝑛, 2 + 2𝑘𝑛 + 1, … ,2 + 2𝑘𝑛 + 𝑛 − 1}. 

Chọn 𝑛 số đầu từ 𝑆0, 𝑆1, … , 𝑆𝑞−1, (𝑞. 𝑛 số). 

Chọn 𝑟 số đầu tiên từ tập 𝑆𝑞: 2 + 2𝑞𝑛, 2 + 2𝑞𝑛 + 1, … ,2 + 2𝑞𝑛 + 𝑟 − 1. Khi đó phần tử thứ 100 là: 𝑎100 =

2 + 2𝑞𝑛 + 𝑟 − 1 = 2𝑞𝑛 + 𝑟 + 1 

Thay 𝑟 = 100 − 𝑞𝑛 : 𝑎100 = 2𝑞𝑛 + (100 − 𝑞𝑛) + 1 = 101 + 𝑞𝑛 

Khi đó, ta cần tìm 𝑛 ≤ 99 để 𝑞𝑛 đạt giá trị nhỏ nhất. 

Ta xét 2 khoảng của 𝑛: 

+) 𝑛 ≥ 50: Vì 𝑛 ≤ 99 nên 𝑞 = ⌊
99

𝑛
⌋ = 1. Hay 𝑞𝑛 = 𝑛. Vì 𝑛 ≥ 50 nên 𝑞𝑛 ≥ 50.  

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 𝑛 = 50. 

+) 𝑛 ≤ 49: Suy ra 𝑞 = ⌊
99

𝑛
⌋ ≥ 2.  

Ta cũng có 𝑞𝑛 ≤ 99 < 𝑞𝑛 + 𝑛 ⟹ 𝑞𝑛 > 99 − 𝑛 

Vì 𝑛 ≤ 49, suy ra 𝑞𝑛 > 99 − 49 = 50. Hay 𝑞𝑛 > 50 với mọi 𝑛 ≤ 49. 

Từ hai đánh giá trên, ta thấy 𝑞𝑛 đạt giá trị nhỏ nhất bằng 50 khi và chỉ khi 𝑛 = 50. 

Lúc này, 𝑎100 nhỏ nhất sẽ bằng 101 + 50 = 151.  

Với 𝑛 = 50, ta chọn dãy số như sau: 

Chọn 50 số đầu tiên: 2,3,4, . . . ,51. Chọn 50 số tiếp theo: 102,103,104, . . . ,151 

Dãy 100 phần tử: 𝐴 = {2,3, . . . ,51} ∪ {102,103, . . . ,151} thỏa mãn mọi điều kiện của đề bài. 

Vậy giá trị của 𝑛 để 𝑎100 nhỏ nhất là 𝑛 = 50. 

 


